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Resume : Soit A une variete abelienne defmie sur un corps de nombres K, le nombre de points 
de torsion definis sur une extension finie L est borne polynomialement en terme du degre [L : K] . 
Lorsque A est isogene a un produit de varietes abeliennes simples de type GSp, c'est-a-dire dont 
le groupe de Mumford-Tate est "generique" (isomorphe au groupe des similitudes symplectiques) 
et verifiant la conjecture de Mumford-Tate, nous calculons l'exposant optimal dans cette borne, 
en terme de la dimension des sous-varietes abeliennes de A. Le resultat est inconditionnel pour 
un produit de varietes abeliennes simples dont l'anneau d'endomorphismes est Z et la dimension 
n'appartient pas a un ensemble exceptionnel explicite S = {4,10,16,32,...}. Par ailleurs nous 
prouvons, suivant une strategie de Serre, que si la conjecture de Mumford-Tate est vraie pour des 
varietes abeliennes de type GSp, alors la conjecture de Mumford-Tate est vraie pour un produit 
de telles varietes abeliennes. 



Abstract : Let A be an abelian variety defined over a number field K, the number of torsion points 
rational over a finite extension L is bounded polynomially in terms of the degree [L : K] . When A 
is isogenous to a product of simple abelian varieties of GSp type, i.e. whose Mumford-Tate group is 
"generic" (isomorphic to the group of symplectic similitudes) and which satisfy the Mumford-Tate 
conjecture, we compute the optimal exponent for this bound in terms of the dimensions of the 
abelian subvarieties of A. The result is unconditional for a product of simple abelian varieties with 
endomorphism ring Z and dimension outside an explicit exceptional set S = {4,10,16,32,...}. 
Furthermore, following a strategy of Serre, we also prove that if the Mumford-Tate conjecture is 
true for some abelian varieties of GSp type, it is then true for a product of such abelian varieties. 



1 Introduction 

Soit A une variete abelienne de dimension g > 1 defmie sur un corps de nombres K plonge 
dans C. Apres avoir choisi une polarisation, on sait que le groupe de Mumford-Tate de A (dont 
la definition est rappelee au paragraphed, note MT(A), est un sous-groupe algebrique sur Q du 
groupe des similitudes symplectiques note GSp 2g . Nous dirons que "A est de type GSp" si son 
groupe de Mumford-Tate est generique, c'est-a-dire si MT(A) = GSp 2g . Une condition necessaire 
est d'avoir End^-A = Z ; cette condition n'est pas en general suffisante, mais on sait (voir par 
exemple |16j ) qu'elle Test si g n'appartient pas a l'ensemble exceptionnel S defini comme suit. 

Notation. On note S l'ensemble des entiers g > 1 tels que 2g est une puissance fc-ieme avec k > 3 
impair ou soit de la forme ( 2 fc fe ) avec k > 3 impair ; en symboles : 

S := {g >l\3k> 3, impair, 3a > 1, g = 2 fe ~ 1 a' £ }u jg > f | 3k > 3, impair, 9=\ j (1) 
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Introduisons maintenant l'invariant que nous allons etudier. 
Definition. On pose 

7 (A) = inf {x>0\ VF/Kq finis, |A(F) tors | < [F : Kf} . 

La notation <C signifie qu'il existe une constante C, ne dependant que de A/K, telle que Ton a 
|A(F) t0 rs| < C[F : K] x . On peut traduire la definition en le fait que 7(A) est l'exposant le plus 
petit possible tel que pour tout e > 0, il existe une constante C(e) = C(A/K,e) telle que pour 
toute extension finie F/K on a 

\A{F) tms \ <C(e)[F:K]iW+ s . 

On voit facilement que l'invariant defini ci-dessus est independant du corps de definition K choisi 
et ne depend en fait que de la classe d'isogenie de la variete abelienne A. Comme toute variete 
abelienne est isogene a un produit de varietcs abeliennes simples et toute variete abelienne, apres 
eventuellement une extension finie des scalaires, est isogene a une variete abelienne principalemcnt 
polarisee, on pourra done sans dommage imposer les conditions suivantes. 

Convention. On supposera que la variete abelienne A est isomorphe a un produit de varietcs 
abeliennes principalement polarisees A" 1 x ■ • • x A n d d (avec des Ai simples non isogenes deux a 
deux) et qu'on a remplace K par une extension finie convenable. 

Un rcsultat general du a Masser [11] donne une borne simple : 

j (A) < dim A 

Cette borne est optimale lorsque A est une puissance d'une courbe elliptiquc avec multiplica- 
tion complexe ; il est fort probable que la borne de Masser n'est jamais optimale dans les autres 
cas. L'invariant "/(A) est calcule dans [9] pour un produit de courbes elliptiques et, de maniere 
diffcrente, dans [17j pour une variete abelienne de type CM. Le probleme analogue pour les modules 
de Drinfcld est traite dans [4j. Ces calculs nous ont amene a poser la question suivante. 



Conjecture 1.1 Soient d et n\,...,n^, des entiers strictement positifs. Si A est isogene a un 
produit de varietes abeliennes JXf=i -^-7* avec ^ es A4 simples non isogenes deux a deux, alors 

, . 2 y*.. c , rii dim Ai 
7 (A) = max ^ ieI ' V- 2 



Dans le cas particulier ou Ai est dimension gi et de type GSp on devrait avoir : 

l{A) 



0#/c{i,...,n} l + Eie/ 2 Si +9i' 

II est assez elementaire de voir que j(A) est toujours superieur ou egal au membre de droite de 
@, la preuve est donnee dans [S] (proposition 1.5). II est aussi facile de voir que cette conjecture 
repose sur le cas particulier de la conjecture de Mumford-Tate suivant. Notons pn : G&\(K / K) — > 
GL(Ti(A)) ~ GL2 9 (Z^) la representation ^-adique associee a A (avec Te(A) = ]^mA[£ n ] le module 
de Tate f-adique de A) et Gi son image. On supposera pour simplifier (cf. la convention ci-dessus) 
que A est munie d'une polarisation principale. 

Conjecture 1.2 (Mumford-Tate) Si A/K est une variete abelienne de dimension g sur un 
corps de nombres, de type GSp, alors Ge est un sous-groupe de GSp 2s (2^) d'indice fini, borne 
independamment de I. 
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Remarque. L'enonce donne ici est une version legerement plus forte que la conjecture initiale 
formulee dans |13j qui stipulait seulement une egalite d'algebres de Lie £-adiques, equivalente a la 
commensurabilite de Gi et MT(Z^). Cependant dans bon nombre de cas, on peut demontrer que 
la conjecture initiale suffit a entrainer la conjecture plus forte ou l'indice fini dependant a priori 
de I est en fait uniformement borne ; c'est notamment le cas pour les varietes abeliennes de type 
GSp (voir ci-dessous). 

Dans la direction de la conjecture de Mumford-Tate pour les varietes abeliennes, on dispose de 
divers resultats [JJ El HI [16j EJJ ES] ; dans notre contexte le resultat important est un theoreme 
de Serre [25] complete par Pink [JB], ou l'ensemble <S est decrit par l'equation (JJJ ci-dessus, et 
dans une autre direction par Hall [8]. 

Theoreme 1.1 (Serre, Pink, Hall) Si A/K est une variete abelienne de dimension g n'appar- 
tenant pas a S, definie sur un corps de nombres, de type GSp alors Ge est un sous-groupe de 
GSp 2ff (Zf) d'indice fini, borne independamment de I. Si g est quelconque mais Von suppose que le 
modele de Neron de A sur Ok possede une fibre semistable avec dimension torique egale a un, la 
meme conclusion vaut. 



Dans [25] (theoreme 3 paragraphs 7.), Serre demontre que, dans le cas de type GSp, le fait que 
le groupe Gi est un sous-groupe de GSp 2£ ,(Z^) d'indice fini entraine que Ge est egal a GSp 2g (Z£) 
pour £ assez grand et que cela est vrai si g est impair ou valant 2 ou 6 ; dans |16j , Pink etablit 
que le groupe Gi est un sous-groupe de GSp 2ff (Z^) d'indice fini pour les valeurs de g evitant 
l'ensemble S. On remarquera que, si g £ S, la variete abelienne A est de type GSp si et seulement 
si End^ (A) = Z. Enfin Hall [8] montre que, si l'on suppose que le modele de Neron de A sur Ok 
possede une fibre semistable avec dimension torique egale a 1, alors on obtient la meme conclusion. 

Theoreme 1.2 Si A/K est une variete abelienne de dimension g telle que, pour tout premier £, 
le groupe de Galois associe Ge est d'indice fini dans GSp 2g (Z^), alors 

2 dim A _ 2g 
71 ' dimMT(A) 2g 2 +g + l 1 ' 

Corollaire 1.3 Si A/K est une variete abelienne definie sur un corps de nombres K , de dimen- 
sion g telle que End^A = Z. Supposons I'une des deux conditions suivantes realisee : 

1. la dimension g n'appartient pas a S, 

2. le modele de Neron de A sur Ok possede une fibre semistable avec dimension torique egale 
a 1, 

alors 

2 dim A _ 2g 
7( ' ~ dim MI (A) ~ 2g 2 + g + 1 ' [ ' 

Nous voulons ensuite etendre ce resultat au produit de varietes abeliennes du meme type. Pour 
cela nous demontrons egalement que la conjecture de Mumford-Tate forte est vraie pour un tel 
produit de varietes abeliennes. Nous renvoyons au paragraphe [5] pour les definitions des groupes 
de Hodge et de Mumford-Tate. 

Theoreme 1.4 Soient r et n\ . . . ,n r des entiers strictement positifs. Soient Ai des varietes abe- 
liennes de dimension gi non isogenes deux a deux telles que Hdg(A;) = Sp 2g . . Posons A := 
A™ 1 x ••• x A™ r et, pour tout premier I, notons pu (respectivement pe = pe^i x ...,pe r ) les 
representations i-adiques associees aux Ai (respectivement a A) alors : 

1. Vinclusion naturelle suivante est un isomorphisme : 

Hdg(A) = Hdg (A 1 x • • • x At) ^ Sp 2gi x • • • x Sp 2gr . 
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2. soit £ un nombre premier. Si pour tout i, on a p^j (Gal{K{Ai[£°°\) / ' K (fj,e°°))) = Sp 2g .(Z^) 
( d indice fini pres ) alors, on a (a indice fini pres ) : 

Pe (G^\(K(A[n)/K(fi^))) S S P2gi (Z £ ) x ... x Sp 2gr (Z e ). 

3. si de plus Vindice fini pour chaque Ai est borne independamment de I, il en est de mime 
pour A. 

Remarque 1.5 On peut resumer le theoreme en disant que si la conjecture de Mumford-Tate est 
vraie pour Aj de type GSp, alors la conjecture de Mumford-Tate est vraie pour A = Y\ i A™ ; . Sous 
la derniere hypothese (point 3.), on peut montrer que (et nous allons le faire dans la preuve), il y 
a en fait egalite pour tout £ suffisamment grand. 

Nous pouvons ainsi obtenir la valeur de 7(A) pour un produit de varietes abeliennes de type GSp 
verifiant Mumford-Tate fort. 

Theoreme 1.6 Soit Ai/K des varietes abeliennes non isogenes deux a deux, de dimension g^ 
definies sur un corps de nombres, de type GSp telles que, pour tout premier £, le groupe de Galois 
associe Ge est d'indice fini dans GSp 2si (Z^). Soit A := A™ 1 x ■ ■ • x A" r avec des entiers > 1. 
On a alors 

<y(A)- max f 2Eier^dimA, \ _ ( 2j2 ieI n l9l \ 

1{A) - MicT^J 1 dimMT(n i6/ Ai) j ~ ^1 1 1 + ^ +9,1 ^ 

Corollaire 1.7 Soit Ai/K des varietes abeliennes non isogenes deux a deux, de dimension g^ 
definies sur un corps de nombres, telles que End-^rAi = Z. Soit A := A™ 1 x • • • x A" r avec des 
entiers Hj > 1. Supposons que pour chaque Ai I'une des deux conditions suivantes soit realisee : 

1. la dimension gi n'appartient pas a S, 

2. le modele de Neron de Ai sur Ok posse.de une fibre semistable avec dimension torique egale 
a un, 

alors 

{ a\ { 2j] ie/ n J ;dimA l | f 2J2 ie i n i9i \ 

7(A) = max < 2 — -= —- > = max < — = > . (6) 

n ' 0#/c{i,...,n}ldimMT(n ie/ ^i) J ^{U;n}\l + Eiei 2 9i+9ii W 

L'organisation du texte est la suivante. Le deuxieme paragraphe contient divers rappels et resultats 
de theorie des groupes, pour la plupart elementaires concernant les groupes symplectiques et le 
cardinal de l'ensemble des points d'un sous-groupe algebrique de GL n a valeurs dans Z/£ m Z. 
Le troisieme paragraphe decrit quelques sous-modules du module de Tate ^-adique d'une variete 
abelienne et aborde le calcul de l'intersection de l'extension de K engendree par des points d'ordre 
fini avec l'extension cyclotomique. Le quatrieme paragraphe contient la preuve du theoreme If .21 
(voir le theoreme !4.f \ , i.e. le calcul de l'invariant 7(A) pour une variete abelienne simple generique. 
Le cinquieme paragraphe contient des rappels sur les groupes de Mumford-Tate et de Hodge, et 
on y calcule ces groupes pour un produit de varietes abeliennes simples generiques. Le sixieme 
paragraph! e contient la preuve du theoreme If .61 i.e. le calcul de l'invariant 7(A) pour un produit 
de varietes abeliennes simples generiques. 

Remerciements. Les deux auteurs remercient le referee pour ses remarques et corrections perti- 
nentcs. 

2 Rappels et lemmes de groupes 

Nous rassemblons dans ce paragraphe des lemmes combinatoires, des "lemmes de comptage" 
de points a valeurs dans 1j £ n TL de divers groupes algebriques, des lemmes specifiques aux groupes 
Sp 2 „ et enfin une description de certains stabilisateurs sous-groupes de Sp 2 „ qui seront importants 
pour la demonstration du theoreme If .21 

Dans toute la suite, la notation 3><C signifiera "a une constante multiplicative pres, independantc 
def. 
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2.1 Lemmes de comptages 

Lemme 2.1 Soit G/Zg un sous-groupe algebrique de GL„ 7 de dimension d, tel que la reduction 
de G sur F^ est un groupe lisse. On a 

Vm > 1, \G{Z/£ m Z)\ =£( m -V d \G(Z/£Z)\. 

Demonstration : II s'agit d'une variante du lemme de Hensel. Plus precisement, considerons l'ap- 
plication naturelle (pour m > 1) : 

7r m : G(Z/£ m+1 Z) -> G(Z/£ m Z). 

L'hypothese de lissite entraine d'une part que 7r m est surjective et d'autre part que le noyau 
s'identifie avec l'espace tangent a G sur et a done pour ordre £ dlmG = £ d . □ 



Proposition 2.2 Soit G/Z un sous-groupe algebrique de GL„. Notons d sa dimension (sur Q), 
r son rang et uq son nombre de composantes connexes. On a I'encadrement : 

oil C\ := Y[? G\.e et Ci := Yii G21 sont des produits convergents. Plus generalement on a : 

w > i, cr w n (i - \r < < ct N) n (i + \r> 

i\N 1 1 N 

oil uj{x) est le nombre de premiers divisants x. 

Demonstration : II s'agit d'un resultat qui est sans doute bien connu des experts, mais dont 
nous preferons redonner une preuve rapide ici. Notons tout d'abord que la seconde partie de la 
proposition decoule directement de la premiere et du lemme [27T1 precedent . II s'agit done de mesurer 
le cardinal de G(Z/£Z). Dans toute la discussion qui suit il convient de traiter a part un petit 
nombre (fini!) de premiers. Ceci ne pose pas de problcme : pour tout £, il existe C\^C^i > 
telles que 

\G(Z/£Z)\ 
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Dans la suite nous nous autoriserons done toujours a supposer que I est pris en dehors d'un 
ensemble fini (dependant du groupe G). Par ailleurs, si le groupe G n'est pas connexe, notons 
n<3 le nombre de composantes connexes et G° la composante connexe de l'identite de G. On a 
I'encadrement 

\G°(Z/£Z)\ < \G(Z/£Z)\ < n G \G°(Z/£Z)\. 

Dans la suite, nous pouvons done supposer que G est connexe. Sur Q le groupe G se decompose 
comme produit semi-direct sous la forme G — UR avec U unipotent et R reductif (il s'agit de la 
decomposition de Levi). On a done 

\G(Z/£Z)\ = \U(Z/£Z)\ x \R(Z/£Z)\. 

Or pour un groupe unipotent, l'exponentielle donne un isomorphisme entre U et son algebre de 
Lie. Notamment, on a 

\U{Z/£Z)\ = \A dimU (Z/£Z)\ =£ di ™u_ 

II suffit done de prouver le resultat pour un groupe reductif R. Or ce dernier est Q-isogene au 
produit direct T x S oil T est un tore et S est semi-simple. En particulier ces groupes ont meme 
nombres de points sur le corps Z/£Z : 

\R{Z/£Z)\ = \T(Z/£Z)\ x \S(Z/£Z)\. 
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Pour un groupe semi-simple, nous disposons d'un theoreme de Chevalley (cf. [2 9) ) assurant que le 
produit 

tt \s(z/ez)\ 

1 1 £dim S 

e 

converge. II suffit done de verifier que le resultat annonce est vrai dans le cas d'un tore de dimension 
r > 1. Dans ce dernier cas, on dispose d'une formule exacte pour le cardinal de T(Z/£Z) (cf. par 
exemple [30] p. 104 theorem 2) : 

\T(Z/£Z)\ = det(£I r - h(a)), 

ou a est un generateur topologique de Gi :— Gal(F|/F^) et ou h : Ge — > GL r est la representation 
dermic par le ^-module X*(Tf e ). Les valeurs propres de h{a) sont de module 1, done 

i \T(z/a)\ i 

□ 

Corollaire 2.3 Soient Gi un sous-groupe algebrique sur Z de GL et soit G\ un sous-groupe 
algebrique de GL% e sur Ze tel que sa reduction modulo £ est conjuguee sur We a Gi,¥ t - On a 

Vm > 1, W tel que Gi,v e est lisse, on a : |Gi(Z/f"Z)| ><C r AimG \ 

Demonstration : Si £ est tel que Gi,f e est lisse, l'assertion est une consequence directe du lemme 
12.11 et de la proposition 12.21 □ 

Lemme 2.4 Soit G un sous-groupe algebrique sur Z de GL, soit t€N* et soit Gi, ■ ■ ■ ,Gt une suite 
de sous-groupes algebriques de G sur Z. Soient G\ C G2 C • • • C Gt une suite de sous-groupes 
algebriques sur Ze de G-^ t . On suppose que pour tout i, Gi est conjugue sur Fi a Gi- On note 
gi := dim Gi = dim Gi et di := codim^^ = codiiriG z Gi et on pose, pour toute suite croissante 
d'entiers = tuq < mi < to 2 < ■ ■ ■ < m, t : 

(mi, . . . , mt) = {M 6 G(Z t ) \ M € G t mod £ mi } . 
Pour tous les £ tels que G et les Gi sont lisses sur We, on a alors 

(G(Z e ) : H( mi , mt)) »« ^ U , 

les constantes multiplicatives qui interviennent dans ^><C ne dependant que des Gi et pas des Gi . 

Demonstration : Pour t — 1, considerons l'homomorphisme de reduction red : G(Z^) — > G(Z/£ mi Z). 
II est surjectif par l'hypothese de lissite et il induit done un isomorphisme entre G{Ze)/H(rn\) et 
G(Z/£ mi Z)/G 1 {Z/£ mi Z). En appliquant le corollaire [O] a Gi et Gi, on voit que : 

\G{Z e )/H( mi )\ >< ^(dimG-dimSO = pn x d x _ 

Montrons maintenant l'enonce par induction sur t. Introduisons les groupes finis : 

G(mi, . . . ,m t ) = {M 6 G t (Z/£ mt Z) | M € d mod £ m - (pour \<i<t- 1)}. 

L'enonce qu'on veut demontrer peut se traduire par 

(G(Z/r lf Z) : G(mi,...,m t )) X ^^("•♦-"W-O. 

On regarde l'homomorphisme naturel cf> : Gt(Z/£ mt Z) — > Gt(Z/£ mt ~ 1 Z) ; il est surjectif par l'hy- 
pothese de lissite (sur Ve) et son noyau est d'ordre £ff*( m *- m *-i). En notant H := G(mi, . . . , m t _i) 
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le sous-groupe de Gt{Z/ l rn '- 1 Z) 1 on voit que H' — <fi 1 (H) — G(m\, . . . , m t ) est de cardinal 
£St(m*-m t -i)|G(mi,...,m t _i)|. On obtient ainsi 

(G(Z/£^Z) : G(m 1; . . . , m t )) = r (G(Z/£ m *Z) : G{m u . . .,m t -i)), 

d'ou en appliquant Thypothese de recurrence au dernier terme du membre de droite 

(G(Z/£ mt Z) : G(m 1 ,...,m t )) »« = /EUi*("»*-'»*-0 < 

□ 

Nous incluons les deux enonces elementaires de theorie des groupes suivants pour future 
reference : 

Lemme 2.5 Soit H un sous-groupe d'indice fini m dans G, ecrivons G = U^L^i? alors H := 
^iLidiHg' 1 est un sous-groupe normal d'indice divisant m\. En particulier, si G est simple et H 
est d'un sous-groupe strict d'indice m dans G, alors ml > \G\. 

Demonstration : Considerons Taction de G sur G/H donnee par (g, aH) h-> gaH ; le noyau de 
Taction est H, ce qui fournit un homomorphisme injectif G/H — > @ m . □ 

Lemme 2.6 Soit H un sous-groupe normal de G dont le centralisateur est trivial (i.e. tel que 
Cg{H) = {1} ). Un automorphisme de G induisant I'identite sur H est I'identite sur G. 

Demonstration : Soit ip £ Aut(G) tel que ipm = idjj- Soit x G H et y e G alors ip(y) x ' l P(y)~ 1 = 
ipiyxy -1 ) = yxy~ 1 . On en tire y~ 1 ^p(y) S Cq(H) done ip(y) = y et on a bien ip = idQ. □ 

Enfin nous utiliserons le lemme combinatoire elementaire suivant. 

Lemme 2.7 Soit a±, . . . , ak et b±, . . . , bk des entiers strictement positifs. On a I'egalite 

~1 ( sr^h 



(7) 



Demonstration : C'est le lemme 7.10 de |17j . II s'agit d'une simple application de la transformation 
d'Abel. □ 

Dans la version pour les produits de varietes abeliennes de type GSp nous utiliserons la generali- 
sation (facile) suivante : 

Lemme 2.8 Soit d > 1 un entier, et pour tout i £ {1, . . . , d}, soit t{ > 1 des entiers. Pour i < d 
j < U; on se donne egalement des entiers et bij , strictement positifs. On a I'egalite 

^^"■^ _ max J E«=iEj=iM (8) 

Demonstration : Tout d'abord, en choisissant 1 = win — ■ ■ ■ — rriih e ^ = pour j > h, on 
voit que le membre de gauche est superieur ou egal au membre de doite. Pour obtenir Tinegalite 
inverse, posons t = rnaxi^ et posons = = bij = si j > ki + 1. Par transformation d'Abel, 
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on a 



d ti d ti j 



i=l j=l i=l j = l 1=1 

t d J 

= aii{m tJ - m ij+ i) 

j=i i=i i=i 



< 



J ze{i,-.-,d} 

< sup ( ^ti^Li a A yy b 

On conclut en divisant par la quantite Y^i=i Y^j=i hjfnij- O 
2.2 Les groupes Sp et GSp 

Soit J une matrice antisymetrique non degeneree, on dcfinit lc groupc algcbrique : 
GSp 2g ,j := {M e GL 2g \ 3X(M) e G m , l MJM = A(M)J} . 

Apres changement de base, on peut supposer que J = ^ ^ ; on note alors GSp 2g = GSp 2g 7 . 

C'est un groupe algebrique sur Z, et on a 

f A B\ ( l AC et l BD sont symetriques 

~ \C D) G GSp2 f ^ \3A(M) g G m , 'AD - *C5 = A(M)/ g 

On introduit A : GSp 2g — > G m , 1'homomorphisme qui associe a M son multiplicateur A(M). 
Remarque 2.9 Notons le lien suivant entre l'application multiplicateur et le determinant : 

VM G GSp 2g (det M) = A(M)». 

Par definition de A, on a KcrA = Sp 2g . Comme GSp 2g (ainsi que Sp 2g ) est stable par transposition 
on peut aussi en deduire que A *B et C *D sont symetriques. 

L'algebre de Lie de Sp 2g s'identifie a l'algebre des matrices M tellcs que t MJ+ JM = 0, c'est-a-dire 

a : 

Sp 2g = |m = \ D = - l A et B,C sont symetriques j . 

On vcrifie aisement sur l'algebre de Lie que dimSp 2g = dimsp 2g = 2g 2 + g. 

Si L designc lc lagrangien (sous-espace isotrope de dimension maximale) engendre par les g pre- 
miers vectcurs de la base canonique, son fixatcur dans Sp 2g est |m = ^ ^^j \ S symetriquc | 

et son stabilisateur dans Sp 2g est |m = ^ l A~^) ^ ^ ^ Ct s y m 6triquc |. Son fixa- 

teur dans GSp 2g est |m = ^ I ^ symetrique et A e G m | et son stabilisateur dans lc 

groupe GSp 2g est |m = I ^ e ct s y m ctrique et A e G m |. 
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Lemme 2.10 Soit M = ^ G GSp 2g (Z £ ) ieZZe gwe 

Mei = ei mod £ m et Me 9+1 = e a+ i mod £ m , 
alors A(M) ee 1 mod £ m . 

Demonstration : Notons e% le vecteur colonne a g lignes et coordonnees 1, 0, . . . , 0. Les hypotheses 
se traduisent par 

Asi ee ei mod r\ Dei = £i mod £ m , C*£i ee mod i m et B £l ee mod i m . 

fan\ 

On en tire done X(M)e 1 — ( l AD - t CB)(e 1 ) ee : mod £ rn et done A(M) ee an mod 

/au\ 

Comme par ailleurs e\ ee j4ei ee : mod £ m , on a aussi an ee 1 mod £ m . □ 

W/ 

Corollaire 2.11 Pour tout entier m, soit G(m) le sous-groupe 

G{m) := {M G GSp 29 (Z^) | Vx, Mx ee x mod £ m ) . 

Alors 

G(m) • Sp 2g (Z £ ) = {M e GSp 2g ((Z £ ) | A(M) ee 1 mod £ m ) . 
Demonstration : D'apres le lemme [2.10l le membre de gauche est inclus dans le membre de droite. 
Mais, si M G GSp 2g (Z^) et A = A(M), la matrice X(Af)^ 1 ! 1 ^ 6S * ^ ans ^P2g(^)- Si de 

plus A ee 1 mod on constate que ^ appartient a G(m). □ 

Lemme 2.12 Soit G := | K ^ G GL 2s (Z £ ) | A G Z* j, a/ors 

G -Sp 2g (Z,) = GSp 29 (Z,). 
Demonstration : Soit M G GSp 2fl (Z£) de multiplicateur A(Af). La matrice ( ^ i ^ 



est dans Sp 2fl (Z^). □ 

Nous rassemblons maintenant quelques resultats classiques sur les groupes symplectiques, leurs 
sous-groupes distingues et leurs automorphismes. 

Lemme 2.13 Soit g > 1 et K un corps ; on exclut les cas g — 1, K — F 2 , F3 ou F4 et g = 2, K = 
F 2 , le seul sous-groupe normal non trivial de Sp 2 g(K) es ^ son centre {±1} ; les K -automorphismes 
de Sp 2g (K) sont tous interieurs et ceux de PSp 2g (-fT) proviennent par quotient des precedents. 

Demonstration : Voir Dieudonne |BJ, Chap. IV paragraphe 3 et Chap. IV paragraphe 6. □ 

Remarque 2.14 II est clair (e'est en fait plus facile a montrer) que tout automorphisme du groupe 
algebrique Sp 2ff est induit par un automorphisme interieur. On peut aussi etendre ce lemme au 
groupe des similitudes symplectiques. 

Lemme 2.15 Soit g > 1 et K un corps comme dans le lemme V2.131 Les K -automorphismes de 
PGSp 2g (K) son t t° us interieurs. 
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Demonstration : Le groupe PSp 2g (-ftr) es t le sous-groupe des commutateurs de PGSp 2g (A"), done, 
si est un automorphisme de PGSj> 2g (K), sa restriction a PSp 2g (X) induit un automorphisme 
de PSp 29 (-ftT). Or le lemme [2.131 nous indique que de tels automorphismes sont interieurs et pro- 
viennent par quotient d'un automorphisme (necessairement interieur) de Sp 2g (A"). Par ailleurs, le 
quotient de PGSp 2g (K) P ar PSp 2ff (-ftT) n'est autre que le groupe K x /K x2 comme on le voit en 
ecrivant le diagramme commutatif suivant : 

1 1 1 



1 > {±1} K* X ^ X > (K x f 1 



! ^ Sp 2g (A) ^ GSp 2g (A) * K x 1 



PSp 2g (X) ^ PGSp 2g (A) * K*/(K> 



n2 



Notamment tout automorphisme <j) de PGSp 2g (A") induit un automorphisme <j>\ sur PSp 2ff (K). 
Soit y e Sp 2g (K) tel que 

\/x G PSp 2g (K), <t>\(x) = yxy' 1 ■ 

Dcfinissons ip E Aut(PGSp 2g (AT)) par ip(x) = yxy -1 . Montrons que <f> o ip" 1 est l'identite sur 
PGSp 2g (A). On sait deja que (<f> o ^ )|psp 2 (k) — id et on conclut grace au lemme 12.61 en 
observant que le centralisateur de PSp 2g (A) dans PGSp 2g (A) est trivial. □ 

La situation pour Sp 2g (Z^) est legerement differente puisque les groupes de congruence T n := 
Ker{Sp 2g (Z^) — > Sp 2g (Z/£ n Z)} sont des sous-groupes normaux. 

Lemme 2.16 Les sous-groupes normaux non triviaux de Sp 2g (Z^) sont les sous-groupes T n et les 
sous-groupes T n engendres par T n et {±1}. 

Demonstration : Voir |10j . □ 

Lemme 2.17 Soit g > 2 et R un anneau local de corps residuel k, on suppose la caracteristique 
de k differente de 2,3 ou 5. Un automorphisme Sp 2g (i?) est un automorphisme interieur, even- 
tuellement multiplie par un caractere central \ : Sp 2g (R) — > {±id}, e'est-a-dire donne par <j){m) = 
x(m)nmn~ 1 . 

Demonstration : Voir McQueen-McDonald [12] pour le cas g > 3 et Bloshchitsyn [3] pour le cas 
.9 = 2. V □ 

Corollaire 2.18 Soit £ > 5 et R = 7Lg ou R — Z/£ m Z; les automorphismes de Sp 2g (i?) sont tous 
des automorphismes interieurs. 

Demonstration : En effet un homomorphisme x '■ Sp 2g (A) — ► {Hd} se factorise dans les deux cas 
par un homomorphisme x '■ Sp 2g (F^) — > {±id} dont le noyau est un sous-groupe distingue qui ne 
peut etre d'indice 2 et est done egal au groupe Sp 2g (F^) entier. □ 

Lemme 2.19 Soit £ > 3 premier. Soit H un sous-groupe ferme de Sp 2g (Z£) se projetant surjec- 
tivement sur Sp 2g (Ff), alors H = Sp 2g (Z^) . 
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Demonstration : Voir Serre [251, lemme 1 page 52. 

On pcut aisement etendre ce resultat a la situation produit 



□ 



Lemme 2.20 Soit £ > 5 un nombre premier et soit H un sous-groupe ferme de GSp 2g (Z^) x 
GSp 2g (Z^) tel que son image dans GSp 2g (F£) x GSp 2g (F^) contient Sp 2g (F^) x Sp 2g (Ff). Alors H 
contient Sp 2g (Z^) x Sp 2g (Z^). 

Demonstration : II s'agit d'une adaptation immediate du lemme 10 de |23j en appliquant le lemme 
12.191 du present article en lieu et place du lemme 3 de [22] . Pour la commodite du lecteur nous 
redigeons la preuve : soit H 1 l'adherence du groupe des commutateurs de H. C'est un sous- 
groupe de Sp 2g (Z^) x Sp 2g (Z^) et son image par reduction modulo £ contient le groupe derive de 
Sp 2g (F^) x Sp 2g (F^), groupe derive qui n'est autre que Sp 2g (F£) x Sp 2g (Ff) tout entier car I > 5. 
II s'agit fmalement de verifier que W = Sp 2g (Z^) x Sp 2g (Z^). Soit X l'intersection de H' et de 
Sp 2g (Z^) x {1}, et soit Y l'ensemble des elements de H dont la seconde coordonnee est congrue 

a 1 modulo I. Clairement, X C Y et le quotient Y/X est un pro-£-groupe. Soient Y et X les i! 
mages respectives de la premiere composante de Y et de X dans Sp 2g (F^). Par hypothese, on a 

Y = Sp 2g (Ff). D 'autre part, Y/X est isomorplie a un quotient de Y/X, done est un ^-groupe. 
Or Sp 2g (F^) n'a pas de sous-groupe distingue, autre que lui-meme, d'indice une puissance de £, 
done X — Y = Sp 2g (F^). Le lemme [2.191 entraine que X = Sp 2g (Zf) x {1}. Ainsi H 1 contient le 
premier facteur du produit Sp 2g (Z^) x Sp 2g (Z^), et on montre de meme qu'il contient le second. 
Done H> = Sp 2g (Z,) x Sp 2g (Z^). " □ 

Le calcul suivant combine le resultat classique (sur F^) avec le lemme de Hensel ( lemme |2~TT) . 
Lemme 2.21 L'ordre des groupes Sp 2g (Z^)/r rl est donne par : 

g 

|Sp 2g (Z^)/r„| = £(V+ff)(n-l) |Sp 2g (F^)| = ^g 2 +9)(n-l)+g 2 JJ^W _ x y 

1=1 

On remarquera que l'ordre d'un ^-sous-groupe de Sylow est £^ 2g +9)( n - 1 )+g et l'indice d'un tel 
sous-groupe est m := Y[i=i(^ 2h ~ 1) e * verifie Q£s(9+ 1 ) j V 2 <m< £s(a+ 1 ) . On peut en deduire le 
corollaire suivant. 

Corollaire 2.22 Soit Co > 0. /I existe une constante C\ > telle que si Sp 2gi (Z^)/r ni et 
Sp 2g2 (7*i)/r n2 contiennent des sous-groupes isomorphes d'indice < Co, alors, ou bien £ < C\, 
ou bien g± = gi et n\ = n^. 

2.3 Les groupes P r s 

Pour decrire la dimension des stabilisateurs de sous-module du module de Tate, on intro- 
duit dans ce paragraphs les groupes algebriques qui seront, a conjugaison pres, leurs enveloppes 
algebriques. 

Dans les lemmes suivants on note ei, . . . , e2 g une base symplcctique (i.e. pour tout 1 < i,j < g, 
ei • e g+ i = +1 et a ■ ej = si \i - j\ ^ 0). 

Lemme 2.23 Soit 1 < r < g et soit P r le sous-groupe de Sp 2g fixant les vecteurs e\,...,e r , 
c'est- a- dire 

P r := {M e Sp 2g | Me, = e h i e [l,r]} . 

Alors, P r est un sous-groupe algebrique de Sp 2g sur Z. De plus P r est lisse sur ¥i pour tout premier 
I et de codimension 

r(r — 1) 

codimP r = 2rg . 
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Demonstration : II est clair que P r est un sous-groupe algebrique sur Z ; on peut done calculer sa 
codimension en calculant celle de son algebre de Lie. Celle-ci est composee des matrices de sp 2g 
dont les r premieres colonnes sont nulles, c'est-a dire de la forme 





A 


B 




^r,g—r 




g — r,r 


c 


-A 



avec A matrice g x (g — r), C matrice (g — r) x (g — r) symetrique et B matrice gx g symetrique. 
L'enonce en decoule aisement. □ 



Lemme 2.24 Soit 1 < s < r < g. Definissons P r;S le sous-groupe de Sp 2s fixant les vecteurs 
ei, . . . , e r et les vecteurs e g+ \, . . . , e g+s , c'est-a- dire 

P r := {M e Sp 2g | Me, =e„ie [1, r] U [g + 1, g + s}} , 

alors, P r ^ s est un sous-groupe algebrique de Sp 2fl sur Z. De plus P r ^ s est de codimension 

_ „ „ r(r — 1) s(s — 1) 
codim/v ;S = 2sg + 2rg — rs . 

De plus les groupes P r . s sont lisses sur Fe pour tout premier I. 

Demonstration : II est clair que P rs est un sous-groupe algebrique; on peut done calculer sa 
dimension en calculant celle de son algebre de Lie. Celle-ci est composee des matrices de sp 2g dont 
les r premieres colonnes sont nulles, ainsi que les colonnes g + 1, . . . , g + s, c'est-a dire de la forme 



/ o s , r 


Os.p— r Os.s 


Os,p-s^ 


Op — s,r 


^4 Op— s, s 


B 




r g_ r TjS 


Or,p— s 


\0g — rr 


C Op — r,s 


-A J 



avec A matrice (g — s) x (g — r) , C matrice (g — r)x (g — r) symetrique et B matrice (g-s)x(g-s) 
symetrique. L'enonce en decoule aisement. □ 



Remarque 2.25 Notons que le cas s = revient a identifier ci-dessus P r ,o et P r . 



3 Modules isotropes et propriete \i 

Commc nous supposons A munie d'une polarisation principale, nous pouvons identifier l'accou- 
plcment de Weil defini sur A\l n \ x A^\l n \ (resp. sur Te(A) x T^(A W )) a une application bilineaire 
altcrnee : e^ : A[£ n ] x A[£ n ] -> ^ (resp. (., .) : T e (A) x T e (A)) -> T,(G m )). 



3.1 Modules isotropes 

Definition 3.1 Soit M un sous-Z^-module de Ti(A). Nous dirons que M sature si 

Vx e Te(A), lx e M x e M. 

Lemme 3.2 Soit M un sous-Z e -module sature de T e (A). Notons ir : T e (A) T e (A)/£T e (A) le 
morphisme de reduction modulo I. Soit (e m , . . . ,~e~2 g ) une base d'un supplementaire du ¥e-espace 
vectoriel tt(M). Alors tout relevement (e m , . . . , ei g ) de cette base, est une base d'un supplementaire 
de M dans T e (A). 
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Demonstration : Avec les notations de l'enonce, notons tout d'abord que la famille (e m , . . . , e^g) 
est libre : si yj. A^ = avec Ai € Zg. Par la projection 7r on en deduit alors que les A^ sont 
dans c'est a dire de la forme, Xi = tfii. En simplifiant par £, nous obtenons done la relation 
jLtjei = et par iteration, on conclut que : Vi, A^ = 0. Notons N le Z^-module engendre par 
cette famille. On a : 

tt(M + iV) = tt(M) + ir(N) = T e (A)/£Te(A), 

Or, si L C Tc(A) est un sous-Z^-module qui se projette surjectivement sur Te(A)/£Te(A), alors 
L = T^(A). En effet, par le theoreme des diviseurs elementaires, il existe une base (/i, . . . , f2 g ) de 
Ti(A), un entier 2g > r > et des entiers ni > . . . > n r > 0, tels que 



Pour que 7r(L) soit un F^-espace vectoriel de dimension 2g, on voit que, necessairement, r — 2g et 
n 1 = ... = n 2g = 0. 

Dans notre situation il nous reste done a verifier que la somme M+N = Te(A) est directe. C'est ici 
que nous allons utiliser l'hypothese de saturation. Soit x £ M et Aj € It. tels que x = J2i= m ^i e i- 
On a 

a: - A;e, = =>- 7r(x) - A^ = 

i— m i— rn 

=> 7r(x) =0 et Vi > to, Ai e £Zf . 

Done x G M H £T^(A) = £M car M est sature. Finalement x = ly avec y £ M et Ai = fyt*. En 
simplifiant par I on en deduit ?/ — YJi=m Mi e i = 0. Par iteration on obtient finalement x = et 
Vz > to, Ai = 0. ~ " □ 

Lemme 3.3 Soit un sous-'Lf.-module isotrope maximal de Tg(A). Alors H^ est sature. 

Demonstration : Notons ( • ) la forme bilineaire alternee sur Ti(A). Soit x £ tel qu'il existe 
y £ Te(A) tel que x = ly. Montrons que y £ H^. Pour tout z £ H^, on a 

= (x-z) = (lyz) = £(y ■ z). 

Done pour tout z £ Hr*,, on a (y ■ z) = 0. Comme Hoo est isotrope maximal, ceci implique que 
y £ Hoc. □ 



Lemme 3.4 Soit (e±, . . . ,e g ) une base d'un sous-'L^-module isotrope maximal de T^(A). // 
existe un supplementaire H'^ isotrope maximal et une base (e 9 +i, . . . , e2 g ) de celui-ci de sorte que 
dans la decomposition Ti(A) = H^ © H'^ selon la base (ei, . . . , e.<ig), la- forme symplectique s'ecrit 
comme la forme canonique J . 

Demonstration : Notons ir : Te(A) — > Ti/£Ti(A) la reduction modulo £. Soit (ei, . . . ,e g ) une 
base de ifoo- Par le lemme 13.31 precedent. Haa est sature. Nous pouvons done appliquer le lemme 
13.21 : notons (/ \, . . . , f ' ) une base d'un supplementaire H' totalcment isotrope de 7r(floo) dans 

Ti/IT^A) ~ F^ 9 telle que dans la base {ei, . . . , e g , f 1: . . . , /_} de ce F^-espace- vectoriel, la matrice 

de la forme s'ecrit J ; il nous suffit de trouver une famille (/i, . . . , f g ) relevant les /j, telle que 

V1<U< 5 , (e i 'f s ) = S ij , et (£ • %) = 0. 

Par le lemme [3~2| le Z^-module H'^ engendre par les fi repondra au probleme. Nous allons obtenir 
les fi par approximations successives modulo £ n . 
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Notons (fx, . . . , f g ) un relevement des /; dans Te(A) ; la famille (fx,...,f g ) est une base d'un 
supplementaire H' de ffoo dans Ti(A) telle que (par choix des /,) dans la decomposition modulo 
I, on a ¥ 2g = 7r(i?oo) © i?', la forme symplectique s'ecrit comme la forme canonique J. Ceci nous 
donne done une solution modulo I. 

Voyons maintenant comment utiliser cette solution modulo £ pour obtenir une solution modulo 
£ 2 . Notons (fx, . . . , f g ) G Tg(A) 9 une solution potentielle modulo £ 2 , i.e. telle que 

Vl<*,j<s, fi=fi modi et {e i -ft)=8 i j mod£ 2 , et (£•£•} = mod£ 2 . (9) 

II s'agit done de prouver que cet ensemble d'equations admet une solution. On a 

VI < i < g, 3h % e Ti(A), fc = fi + thi, 

et on cherche done hi solution du systeme d'equations ([9J. Pour tout il existe 6 Zg tels 
que 

(e< ' fj) = s ij +#yij- 

Pour tout i, j G {1, . . . ,g}, on a done 

(e,: • /,) = (e t ■ fj) + £(e { ■ hj) = 5ij + £ (j/y + (e, • hj)) . 
La premiere partie du systeme ([9]) se reecrit done sous la forme 

Vt, j, yij + (ei ■ hj) = mod £. (10) 

Par ailleurs, 

Vl<i,j<5, 3ojjj G Z^, (fi- fj} = £aij, 
et la matrice (oy)jj est antisymetrique. Done, on a 

<£ ■fj) = (fi + ■ fj + thj ) = (fi -fj)+£( (fi ■ hj ) + (hi-fj)) mod £ 2 

= i(a ij + (fi-hj) + (h i -fj)) modi 2 

Ainsi, la seconde partie du systeme ((9]) se reecrit 

Vl<i<3<9, otij + (fi ■ hj) + (hi ■ fj) = modi (11) 

Ecrivons les inconnues hi dans la base (ei, . . . , e g , fx, ■ ■ ■ , f g ) ■ 



VI < i < g, h t = J2 hte k + £ hf +k f k , 



k=l k=l 

avec les h\ dans %g. Avec ces notations, et en utilisant que dans la base (ex, . . . , e g , fx, • • • f g ) la 
matrice de ( • ) est la matrice J, on a 

m VI < i,j < g, hf l = - yij mod I, (12) 

et 

(jTT]l <J=^> VI < i < j < 5 , ay - h) +hi=0 mod £. (13) 

Le systeme ()12j) determine de maniere unique modulo £ les composantes hf +k pour tout i, k G 
{1, . . . ,g}. Le systeme (|13p ne fait intervenir que les composantes ft.^ avec j ' < g et peut se reecrire 
sous la forme 

'Vj > 2, /ij = aij + h) mod £ 
ft» 1 = a g -x, g + h 9 - 1 mod £. 
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Sous cette derniere forme on voit immediatement qu'il existe des solutions. 

Le meme calcul, en remplagant I par £ n et £ 2 par £ n+l au depart, montre qu'etant donnee une 
solution modulo £ n , on en deduit une solution modulo £ n+1 qui est compatible (i.e. se reduit 
modulo l n en la solution modulo £ n dont on est parti). Ceci nous assure done de l'existence d'une 
solution [fx, . . . , f g ) <E Te(A) 9 comme recherchee. □ 

Lemme 3.5 Soit H un sous-espace, totalement isotrope, de A[£]. Notons n : Ti(A) — > A[£] la 
projection canonique. II existe un sous-Zg-module, de T?(A), totalement isotrope, tel que 

tt(H 00 ) = H. 

Demonstration : Comme au lemme precedent on raisonne par approximations successives. Conside- 
rons (ei , . . . , e r ) une base du F^-espace vectoriel H que Ton complete en une base de TV (A) /£Te(A) : 
(ei, . . . , e g , f 1} . . . , f ) telle que la forme ( • ) ait pour matrice J dans cette base. On commence 
par remonter H modulo £ 2 : on cherche des vecteurs ei, . . . , e r € Tg(A) tels que ej = mod £ et 
tels que 

VI < i,j < r, (ei ■ e 3 ) = mod £ 2 . (14) 

On fixe done e\, . . . , e g , f%, . . . , f g des relevements quelconques des e^, fj dans Tg(A), et on pose, 
pour tout i < r,ei = ei + £hi. Notons que l'on a (ej-ej-) = ictij oil la matrice a.^ est antisymetrique. 
Ainsi, on a 

(e,; • ej) — £ (ctij + (ei • hj) + (hi ■ ej)) mod £ 2 . 
Le systeme (fT4|) est done equivalent a 

VI < i, j < r, ctij + (ei ■ hj) + (hi ■ ej) — mod £. 

Cec systeme est un sous-systeme du systeme (fTTj) du lemme I3T41 precedent . En particulier on peut 
trouver une solution. On conclut alors comme au lemme precedent. □ 

Definition 3.6 Soit H C y±[^°°] un sous-groupc fini. Nous dirons que H est totalement isotrope 
si pour tout points P, Q de H , de meme ordre £ n , on a 

e ln {P,Q) = 1, 

ou et-n. designe l'accouplement de Weil sur ^4[£™]. 

Notons que si H est totalement isotrope au sens precedent, alors son sous-groupe des points de 
f-torsion est totalement isotrope dans le F^-espace vectoriel A[£]. De plus, le lemme precedent se 
generalise immediatement a un tel groupc H. 

Lemme 3.7 Soit H C un sous-groupe fini, totalement isotrope. Notons £ n Vexposant de H . 

Notons 7r„ : Te(A) — > A[£ n ] la projection canonique. II existe un sous-groupe totalement isotrope 
H t i de A[£ n ], contenant H et il existe un sous-Zi-module, de T^(A), totalement isotrope, tel 
que K n (Hoo) = H ti . 

Demonstration : Le groupe H est isomorphe a n[=i(^/^ mi ^) ai avec TO i > • • • > m r et les ai > 1. 
En suivant la procedure indiquee dans la preuve du lemme [3~5l precedent . on trouve un relevemcnt 
Ex modulo £ m r-^ de (1/£ m '') a - tel que nl=i( Z /^ m<Z ) 0i x H i est encore totalement isotrope. On 
releve ensuite la partie (Z/i mr - 1 ) ar - 1 x H x en un H 2 modulo £ m '~- 2 tel que Il[=i( z /^ miZ ) a! x H 2 
est totalement isotrope. Par iteration on obtient un groupe H t i := H r totalement isotrope de la 
forme (Z/i! mi Z)^=i ai . On le releve, toujours par la meme procedure en un qui convient. □ 
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3.2 Propriete \x 

Etant donne un sous-groupe H fini de nous introduisons a present l'invariant suivant : 

m 1 (H) = maxjfc G N | 3n > 0, 3P, Q G H d'ordre £ n , e en (P,Q) engendre fj,^} . 

Dire que H est totalement isotrope equivaut a dire que mi(H) — 1. De plus on peut noter que, 
sur la definition, il est evident que mi(H) est superieur a la valeur m suivante : 

m(H) := max {k 6 N | 3P, Q 6 H d'ordre £ k , e e k (P, Q) engendre jj,^ } . 

Lorsque H est de la forme A[£ n ] alors mi(H) = m(H) = n. 

Dans le cas general, si H contient deux points d'ordre £ n , tel que l'accouplement de Weil de ces 
deux points est une racine primitive fc-ieme de l'unite, alors comme cet accouplement est Galois- 
equi variant, on obtient que 

K(ji t u) CK(H). 

Definition 3.8 Nous appelons propriete (fi) pour une variete abelienne le fait d'avoir, pour tout 
sous-groupe fini H C A [£°°], l'egalite (a indice fini pres, borne uniformement) : 

K(n emim ) =K(H)f)K(n £ oo). 

Nous allons montrer que les varietes abeliennes de type GSp ont la propriete (/i). Notons que, vu 
notre definition de l'invariant m\{H) 1 on a 

K(fJ, £mi ( H) ) cK(H)nK{nt<*>). 

Proposition 3.9 Soit A une variete abelienne de dimension g, definie sur un corps de nombres 
K. En notant 8{H) := (Z* : X(G (H))) oil G Q {H) = Gal (K(A [£°°]) / K (H)) , on a, a indice fini 
pres, pour tout H sous-groupe fini de A[£°°], 

[K{H)nK{nt<*>) : K] = 6(H). 

Si on suppose de plus que la variete abelienne A est telle que Gi s 'identifie, a indice fini pres, avec 
GSp 2ff (Z^), alors, pour tout H sous-groupe fini de A[£°°], on a l'egalite a indice fini pres : 

Demonstration : Identifions le groupe de Galois Gal (K (A [£°°])/K) a un sous-groupe de GSp(Z^). 
Le groupe de Galois Gal(K(A [£°°])/ K(n^)) s'identifie alors a avec SGe ■— Ge fl Ker(A). Alors 
K(H) fl K(pi^) est la sous-extension fixee par le groupe U engendre par SGe et Gq(H). On 

voit immediatement que le noyau de G e 4 Z^ x -> Z x /\(G (H)) est le groupe U d'oii le premier 
enonce. 

Passons maintenant au cas d'une variete de type Gsp. Commengons par considerer Hoo un sous- 
groupe isotrope maximal de Te(A). Par le lemme ltOl on peut supposer que dans une decomposition 
Te(A) = Hoo © H'qq la forme symplectique s'ecrit comme la forme canonique J. On voit alors 
aisement que 



Gal (K(A[£°°])/ K(H oc )) = |m = (l fj G GSp 2g (Z £ ) 



M = ^ | A G Z^ et S symetriquej' 

D'apres le lemme [2. 121 le groupe engendre par ce dernier groupe et par le groupe Sp 2g (Z^) = 
Ga\{K(A[£' x })/K(tJHa a )) est GSp 2s (Z^) tout cntier. Ainsi K(Hoo) V\ K{m<*>) = K. Si H est un 
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sous-groupe fini de totalement isotrope, dans ce cas, le lemme 15771 et ce qui precede nous 

permettent de conclure : a indice fini pres, on a K(H) n K(/i£oa) = K. 

Soit maintenant H un sous-groupe fini non-isotrope d'exposant £ VH de On a 

\P n ^ H )](H) est totalement isotrope. 

En effet si P et Q sont deux points d'ordre £ n dans H, alors 

e^ mi(H) (£ mi{H) P,£ mi{H) Q) = e en (P,QY mim = 1 par definition de m x {H). 

En appliquant le lemme 15771 on trouve done un sous-groupe H' contenant [£ mi ](H) de meme 
exposant et il existe un sous-Z^-module totalement isotrope de Te(A) tel que, si, pour tout 
entier n > 1, ir n : Te(A) —> Tg (A)/£ n Te(A) = A[£ n ] designe la projection canonique, on a 

n rH (Hoo) = H'. 

Par le lemme 13.41 on peut supposer que dans une decomposition Tg(A) — © H'^ la forme 
symplectique s'ecrit comme la forme canonique J. Pour tout n > 1, notons 

H n := ^„(ffoo) = ffoo/ff=onfT £ (A). 

On a pour tout n > 1, [£}H n+ i = H n . On peut done poser 

n>l 

De plus, on voit que le groupe de Galois correspondant a est le meme que celui correspondant 
a H°°. On a 

h c [£ mi(ff) ]- 1 (ij') = [r^^iHrn) c [r 1 ^]- 1 ^ 00 ). 

En considerant la multiplication par g mi ( H ) sur H°°, on en deduit (car H°° est ^-divisible) que 

H CH°° + ker[r il(H) ] =: 

Ainsi comme dans le cas totalement isotrope, on se ramene a une situation ou un lemme de groupe 
permet de conclure : 

Gal (K{A[l°°])/K{H^)) = [M G GSp 29 (Z,) | < g, Me g+l = e g+l mod £ m ^ H \ et, Me, = e,} . 
La meme preuve que celle du corollaire 12.111 donne alors le resultat : 

Gal (^K(A[£°°])/K(H°°)j ■ Sp 2g (Z e ) = {m g GSp 2g {{Z e ) \ A(M) = 1 mod t m ^ H ">\ . 

Notamment, on a, a indice fini borne pres, 

K(H) n K((i£°o) cK(H°°)nK(iJ,tc°) cK(p imi(H) ). 
Par la remarque precedant la proposition on sait deja que l'autre inclusion est vraie. □ 

4 Calcul de l'invariant j(A) pour A simple de type GSp 

Nous demontrons maintenant un resultat qui, conjugue au theoreme 11.11 entraine le theoreme 

Theoreme 4.1 Si A/K est une variete abelienne de dimension g, definie sur un corps de nombres 
K, telle que : pour tout premier £ , le groupe Ge s'identifie a un sous-groupe de GSp 2g (2^) d'indice 
fini, borne independamment de £ ; alors 

2 dim A 2q 

"/(A) — = 

!V ' dimMT(A) 2g 2 + g + 1 
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Demonstration : Nous commengons l'argument dans le cas plus general d'une variete abelienne 
quelconque verifiant la conjecture de Mumford-Tate forte (la definition des groupes de Hodge et 
de Mumford-Tate est rappelee au paragraphed - Nous specialiserons un peu plus tard la preuve au 
cadre MT(A) — GSp 2g . Pour simplifier les notations, nous supposerons ici que G&\(K (A[£°°]) / K) 
s'identifie avec MT(Z^). On commence par se ramener au cas €-adique (cf. [9] proposition 4.1) : 

Proposition 4.2 Soit a > 0. Pour demontrer que "/(A) < a, il suffit de montrer que : il existe 
une constante strictement positive C(A/K) ne dependant que de A/K telle que pour tout nombre 
premier I, pour tout sous-groupe fini Hi de A[£°°], on a 

Card(i^) < C{A/K)[K{Hi) : K] a . (15) 

Soit done H sous-groupe fini de A^ 00 ], on pose 

Gq(H) := {M e MT(Z^) | Vx e H, Mx = x} . 

ct G(H) := G (H) n Hdg(Z^). Comme groupe abstrait, H est de la forme H ~ Yl^l/ i m 'Z. 
Notons ei, . . . ,e 2g un systeme de generateurs; les et etant d'ordre respectif £ mi . Notons de plus 
{el, . . . ,e2 g } une base de T^(A) relevant la famille {e^}, i.e. telle que = et mod £ mi pour tout 
i. On a 

G(H) = {M S Hdg(Z £ ) | Me, = e % mod £ m ' , 1 < i < 2g} . 



Lemme 4.3 Soit H un sous-groupe fini de A [£°°] . Notons 5(H) := (Z^ : A(Go(-ff))) . On a alors : 

[K(H) : K] = (MT(Z £ ) : G (H)) = S(H)(m g (Z e ) : G(H)). 

Demonstration : La premiere egalite est donnee par la theorie de Galois car on a suppose que 
Ga\(K(A[£°°])/ K) s'identifie avec MT(Z £ ). La seconde egalite est une chasse au diagramme facile. 
□ 

Nous supposerons desormais que A est de type GSp, et done que Hdg(A) — Sp 29 - Quitte a 
renumeroter on peut supposer que les exposants mi (correspondants au e{) sont ordonnes dans 
l'ordre decroissant : mi > . . . > m 2g . On pose alors 

m 1 :— max{wi | m, ^ 0} et par recurrence m r+1 ~ max{nii | m, < m r }. 

On obtient ainsi une suite strictement decroissante m 1 > . . . > m t > 1 (avec t < 2g). Le groupe 
H est isomorphe a Y[l=i {^>j£ m Z^j . On definit ensuite pour tout 1 < r < t, les sous-ensembles 

r 

1 T = {% € {1, . . . , 2g} | mi > m r } de cardinal \I r \ = a L . 

i=l 

Introduisons maintenant la suite croissante de groupes algebriques sur Z £ suivants : 
VI < r < t G r := {M e Sp 2g | Me^ = e t Vie h+i-r) ■ 

On voit que 

G(H) = {A/ e Sp 2g (Z e ) | VI < r < t M e G r mod £ mt+1 ""} . 

Par changement de base symplectique sur F £ , chacun des Gi est conjugue sur F £ a l'un des groupes 
P 7 . tS introduits au paragraphe 12.21 En posant G = Sp 2g , on voit que, avec les notations du lemme 
Ull on a 

G(H) = Him 1 ,...,™*). 

On va done pouvoir appliquer le lemme [24l Pour obtenir la valeur exacte de ^y(A) et pas seulemcnt 
une majoration, nous allons traiter le cas H d'exposant £ puis le cas general. 



IS 



4.1 Si H est d'exposant £ 

Commencons par calculer 6(H). Le groupe H est inclus dans le F^-espace vectoriel A[£j. 

Lemme 4.4 Si H est inclus dans un sous-espace totalement isotrope alors 5(H) = 1. Sinon 
5(H) »< I. 



Demonstration : Si H est totalement isotrope, c'est la proposition 13.91 Si H est n'est pas inclus 
dans un lagrangien, alors il existe P,Q^H tels que l'accouplement de Weil, e?(P,Q), soit une 
racine £-ieme primitive de l'unite. Le formalisme de l'accouplement de Weil nous donne alors 

De plus on a K(H) C et on sait par la proposition 6.8 de [9] que 

[K(A[£})nK(^):K(^)}=0(l). 

On en deduit done le resultat. □ 

II reste maintenant a calculer (Sp(Z^) : G(H)). Dans notre cadre d'exposant £, l'entier t precedent 
vaut necessairement 1. Le lemme |2~41 (applicable d'apres le lemme l2".24p nous donne done : 

[K(H) : K] X 5(H)£ codimPr '% 

ou (r, s) (avec eventuellement s — 0) est le couple correspondant a H. 
1. Si H est inclus dans un lagrangien, on obtient done l'inegalite 

\H\ = £ r < [K(H) : KP 

si et seulement si 

7> 



codim P r 



II est clair que lorsque H varie, tous les groupes P r interviennent, done pour les groupes 
totalement isotropes, l'exposant 



i<r<g codim P r 
est admissible. Dans notre cas, on a Hdg(A) = Sp 2g , done 

1 r 



25-1 + 1 2rg-^ 



< 



7- 



Un simple calcul montre que le membre de gauche, vu comme fonction de r G [1 , g] , est 
croissant et a pour valeur maximale 3 g2 9 +g (pour r — g) qui est bien plus petit que 7 := 

2g 

2g 2 +g+l ■ 

2. Si H n'est pas inclus dans un lagrangien, on obtient de meme l'inegalite 

\H\ = £ r+s < [K(H) : K\< »< fr(i+codimP r , s ) 

si et seulement si 

r —I— q 

7> 



1 + codim P r , 
Finalement dans ce cas, l'exposant 

r + s 



^<r,s<g 1 + codim P r 
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est admissible. Comme Hdg(^4) = Sp 2g , on a done 

\K(H) : K] ><C £ 1+codimP *-s — gl+2sg+2rg-rs- r(r ^ 1} - ^ 

et on voit que Ton a l'inegalite 

\H\ = £ r+S < [K{H) : X] 7 »< £7(l+codimP r , s ) 

si et seulement si 

r + s 

T-(r-l) s(s-l) — ^' 



1 + 2sg + 2rg - rs 

Un simple calcul montre que le membre de gauche, vu comme fonction de r,s £ [1 , , est 
croissante par rapport aux deux variables, et a une valeur maximale (pour r = s = g) qui 
est egale 7 := 2g - 2 % +1 - 

Finalement dans le cas oil le groupe H est d'exposant t, on voit que 

est un exposant admissible et de plus, e'est egalement la valeur minimale pour ^f(A). 



4.2 Si if est quelconque 

On suppose maintenant que H est d'exposant £ n . II suffit, pour conclure, de montrer que la valeur 
a(A) precedente est toujours admissible dans ce cas. Comme precedemment, on peut appliquer le 
lemme 12.41 : 

[Sp 29 (Z,) : G(H)] 

oil Ton a pose m t+1 = et oil di est la codimension de Gt. Les groupes algebriques Gi etant 
conjugues sur aux P TtS (avec eventuellement s = 0), di est egalement la codimension du groupe 
P ri ,si correspondant. Par ailleurs, la suite des (Gj)j etant croissante, la suite des (P ruSi )i Vest 
egalement. Ceci se traduit par 

Vi, n > r i+ i et Si > s l+1 . 

II nous reste a calculer la valeur de 5(H) (ou plutot une minoration de 6(H)). Soit m > 1 un entier 
maximal tel que H contient deux points P, Q d'ordre £ m tels que ei(t m ~ 1 P, t m ~ l Q) est une racine 
primitive £-ieme de l'unite. Si un tel m n'existe pas, posons m := 0. Soit ensuite h £ {1, . . . ,t} 
minimal tel que m h < m. Si m = 0, prenons h = t + 1. L'accouplement de Weil nous indique que 

6(h) » (f>(t m ) > c^(P nh ) >« r h . 

Par ailleurs, si h = t + 1 tous les P ri ,si sont tels que Si = 0. Si par contre h < t, alors le groupe 
P rh ,s h est tel que Sh ^ ; pour k > h, on a s t+ i_fc 7^ 0, et pour k < h, on a s f+ i_fc = 0. Autrement 
dit on a la suite d'inclusions 

Pri,si C . . . C fr t+ i_h,s t+ i_ h C -fr t+ i_( h _i) C ... C P r «- 

Posons 

5i = . . . = (Jt+i-h = 1, et (Jt+i-^-i) = . . . = 6 t = 0. 
On voit que m h — X^=i( mt+1 ~ % ~ Nous obtenons ainsi la minoration 

[#(#) : K] »fS=iK +1_, -'"' +1 " ( '" 1) )^+^imPr, jS ^ 
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De plus, pour tout entier k 6 {1, . . . t} 

n+i-k + st+i-k = \h\ = 
On aura done \H\ = f"" lf,,+a ""' < [K{H) : Kp si 
7 > max 



k 
i=l 



aim 1 + ■ • • + atrn* 



ELi( mJ ~ m3 Wt+i-j +codimP rt+1 _ jiSt+1 _ 3 ) J ' 



J 3= 

le maximum etant pris sur m 1 > • • • > m* et < Sj < < j et r t + s t = ai + • • • + a f < 2g. 
Rappelons la notation dj = codimP rj .. Si . Le maximum cherche est done : 



M = max 



, rt i>.. .>m* [ £\ =1 m*(<J t+ i_i - <5 t+ i_ (t _i) + df + i_i - dt+i-Ci-i)) 
D'apres le lemme [2~T1 on a 



Af = max 
Soit en simplifiant : 



M = max 



i<k<t 5 t +i-k + codimP rt+1 _ fc:St+1 _ fc 
Si le maximum correspond a k tel que St+i-k = 0, on a alors 6t+i—k = 0. Si le maximum correspond 
a k tel que St+i-k > 0, on a alors St+i-k = 1- On voit done que ce maximum n'est autre que 

r + s \ 2g 



a(A) = max < max , max , — 

^i<r< 9 codimP r i<r,s< 9 1 + codimPr )S J 2g 2 +g + l 

Ceci prouve que la valeur a(A) est toujours admissible et comme on a prouve que pour les groupes 
d'exposant t, cette valeur donne egalement une minoration de "/{A), on obtient le resultat : pour 
toute variete abelienne de type GSp, 

25 



7 (A) = a(A) - 



25 2 + 5+l' 



5 Mumford-Tate et Hodge pour un produit de varietes abe- 
liennes de type GSp 

Commencons par rappeler la definition des groupes de Hodge et Mumford-Tate associes a 
une variete abelienne A definie sur K c C. On note V — P 1 (A(C),Q) le premier groupe de 
cohomologie singuliere de la variete analytique complexe A(C). C'est un Q-espace vectoriel de 
dimension 2g. II est naturellement muni d'une structure de Hodge de type {(1, 0), (0, 1)}, e'est-a- 
dire d'une decomposition sur C de Vc ■= V®qC donnee par Vc = V 1 '°(BV°' 1 telle que V ' 1 = V 1 ' 
oil ~ designe la conjugaison complexe. On note \i : G mi c —> GLy c le cocaractere tel que pour tout 
z G C x , (a(z) agit par multiplication par z sur V 1,a et agit trivialement sur V 0,1 . On definit le 
groupe de Mumford-Tate en suivant [16]. 

Definition 5.1 Le groupe de Mumford-Tate MT(A)/Q de A est le plus petit Q-sous-groupe 
algebrique G de GLy (vu comme Q-schema en groupes) tel que, apres extension des scalaires a 
C, le cocaractere /x se factorise a travers Gc '■= G xq C. Le groupe de Hodge Hdg(A)/Q de A est 
(MT(A) n SLy)°, la composante neutre de MI (A) n SL^. 

On veut montrer le theoreme suivant (theoreme 11.41 de l'introduction). Pour la preuve des points 
2 et 3 de ce theoreme nous adaptons au cas des varietes abeliennes de type GSp, en suivant sa 
strategie de preuve, le paragraphe 6 de (2"3"] . 
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Theoreme 5.2 (— Theoreme ll.4p Soient r etni . . . , n r des entiers strictement positifs. Soient 
Ai des varietes abeliennes de dimension gi non isogenes deux a deux telles que Hdg(Ai) = Sp 2g .. 
Posons A :— A™ 1 x • • -xA" r et, pour tout premier I, notons pi^ (respectivement pi — pi.i x . . . , pi >r ) 
les representations l-adiques associees aux Ai (respectivement a A) alors : 

1. I'inclusion naturelle suivante est un isomorphisme : 

Hdg(A) £* Hdg(A x x • • ■ x A r ) ^ Sp 2ffl x ■ • • x Sp 2flr . 

2. soit £ un nombre premier. Si pour tout i, on a ptj (Gal(K (Ai[£°°]) / K — Sp 2g . (Z^) 
( a indice fini pres ) alors, on a (a indice fini pres ) : 

pt {G & \{K{A[^])/K{p^))) - Sp 29l (Z,) x • ■ • x Sp 29r (Z^). 

3. si de plus I'indice fini pour chaque Ai est borne independamment de I, il en est de meme 
pour A. 

On se ramene au produit de deux facteurs grace au lemme suivant. 

Lemme 5.3 Soit r > 1 un entier. Soient G\, . . . ,G r des groupes algebriques semi-simples (tels 
que [Gi, Gi] — Gi et H un sous-groupe algebrique de G± x • • • x G r se projetant surjectivement sur 
d x Gj. Alors H = Gi x • • • x G r . 

Soient G\, . . . , G r des groupes pro- finis tels que, pour tout sous-groupe ouvert U C Gi, V adhe- 
rence des commutateurs de U est ouvert dans Gi. Soit H un sous-groupe ferme de G± x • • ■ x G r 
se projetant surjectivement sur Gi x Gj. Alors H = G\ x ■ • • x G r . 

Demonstration : Voir Ribet |20j lemma 3.4. □ 
Pour traiter le cas de deux facteurs on utilise le lemme classique. 

Lemme 5.4 (Lemme de Goursat) Soient H C G\ x Gi avec Pi(H) — Gi). Soit N\ (resp. N 2 ) 
tel que N\ x {e 2 } — Ker(p2) H H (resp. {ei} x N 2 — Ker(pi) f~l H), alors H est I'image inverse du 
graphe dans G\/N\ x G 2 /N 2 de I'isomorphisme naturel Gi/N\ = G 2 /N 2 . 

Demonstration : Voir Ribet [20] lemma 3.2. □ 
Nous utiliserons ci-dessous la version suivante des resultats fondamentaux de Faltings [7] . 

Proposition 5.5 (Faltings) Soient A et B deux varietes abeliennes sur un corps de nombres 
K. Notons pi^ A : Gal(K/K) Aut(T^(A)), respectivement p LA : G&\(K/K) -)• Aut(A[^]), la 
representation associee a Faction de Galois sur les points de torsion de A. On definit de meme 
Pl.B et p£ tB . 

- Si pi. a est isomorphe a pe s alors A est isogene a B. 

- II existe Cq — Co {A, K) telle que si I > Co et pi. a — pe,B alors A est isogene a B. 

Demonstration : Dans Particle de Faltings [7], le premier enonce est demontre dans le Korollar 2, 
page 361 ; le deuxieme enonce, pour pi, peut se deduire des demonstrations comme cela est montre 
par Zarhin 31 . Corollary 5.4.5. □ 

Remarque. On peut aussi demontrer (voir [35], paragraphe 1.4, corollaire 2), au moins dans le cas 
qui est le notre ou End(A) = Z, que si les representations p' e A . : G&\(K / K (p,^ )) — > Aut(T^(j4j)) 
sont isomorphes, alors A\ et A 2 sont -RT-isogenes. Le cas general est suggere dans [15] et traite 
dans 33 1 . 
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5.1 Point 1 du theoreme 11.41 



Pour i e {1, 2}, notons H { = Hdg(A,) = Sp 2g . et H = Hdg(Ai x A 2 ). On sait que H C H 1 x H 2 
avec les projections pi : H — > iJ; surjectives ; on peut done appliquer le lemme de Goursat (lemme 
15. 4p : le groupe Ni (resp. iV 2 ) est un sous-groupe algebrique de Sp 2gi (resp. Sp 2g2 ) et on dispose 
d'un isomorphisme p : Sp 2gi /^i Si Sp 2g2 /7V 2 . Comme Sp 2gi est presque simple on a ^ = {1} , 
{±1} ou Sp 2gi . Dans le dernier cas, on voit que N 2 — Sp 2g2 et done H = Hi x H 2 comme annonce. 
Le cas Ni = {±1} est impossible car il imposerait N 2 = {±1} (le groupe Sp 2g a pour centre {±1} 
alors que le centre de Sp 2g /{±1} est trivial) et on obtiendrait un isomorphisme PSp 2gi — > PSp 2g2 
qui impose g\ = g 2 comme tout automorphisme de PSp 2g provient d'un automorphisme de Sp 2g 
(voir le lemme [2~T3]) on en tirerait un a e Sp 2gi (Q) tel que H = {(h\,h 2 ) £ Sp 2gi x Sp 2gi | h 2 = 
ztahia^ 1 } qui n'est pas connexe. Enfin le cas iVi trivial entraine N 2 trivial et l'isomorphisme 
P '■ SP2gi — Sp 2g2 impose gi — g 2 et peut s'ecrire, comme tout automorphisme de Sp 2g est 
interieur, p(h) = aha -1 avec a G Sp 2gi (Q). On obtiendrait done 

Hdg(^i x A 2 ) = {(hi, hz) e Sp 2gi x Sp 2gi | h 2 = ah^ 1 } (16) 
mais alors un multiple entier de a induirait une isogenie entre Ai et A 2 . □ 

5.2 Point 2 du theoreme 11.41 

Nous allons prouver l'assertion equivalente concernant, non pas les groupes de Hodge, mais les 
groupes de Mumford-Tate : notons pour i S {1,2}, 

pt,i : Ga\(K/K) Aut(T^(^)) C GSp 2gi (Z e ) et ip e : Gal(K/K) -+ Aut(T^(Ai)) x Aut(T e (A 2 )) 

les representations ^-adiques qui correspondent a Paction de Galois sur les points de torsion de A\ 
et A 2 et ou ipi — p£ t i x pi 2 . Rappelons que l'on note : GSp 2g . — > G m Papplication multiplicateur 
de noyau Sp 2g . . Notons enhn 

E t := {(x,y) e GSp 2gi (Z e ) x GSp 2g2 (Z,) | Xi(x) = \ 2 (y)} et H t - ipt(Gal(K/K)). 

Par hypotheses, pi^(GdX(K / K)) = GSp 2g . (Z^) a indice flni pres, et il s'agit done de montrer que 
Hi est d'indice fini (dependant eventuellement de I) dans E#. Les groupes He et Eg sont des 
groupes de Lie ^-adiques, il suffit done de raisonner au niveau des algebres de Lie : notons \\i et ze 
les algebres de Lie respectives de Hi et Ee et prouvons que \)i = t&. 

Lemme 5.6 Soienti £ {1,2} etg\, g 2 deux entiers strictement positifs. Notons Xi : GSp 2g . — > G m 
I 'application multiplicateur de noyau Sp 2g . . Soit £ un nombre premier. Le groupe de Lie i-adique 

Et := {(x,y) e GSp 2gi (Z,) x GSp 2g2 (Z,) | Xi(x) = X 2 (y)} 

a pour algebre de Lie I'algebre 

U = {(x,y) E gsp 2gi x 0S p 2g2 | g 2 Tr(x) = giTr(y)}. 

Demonstration : : Rappelons que, si g > 1 est un entier, on a l'identite det = A 9 ou A est 
Papplication multiplicateur : GSp 2g — > G m . On sait que Lie(det) = Tr oil Tr designe Poperateur 
trace. En passant aux applications tangentes, nous en deduisons : 

Tr = 5 Lie(A). 

Ceci nous permet d'obtenir I'algebre de Lie ee sous la forme annoncee. □ 

Par hypothese les projections pi : t)e — > Q s P 2gi son t surjectives. On identifie QSp 2gi avec 0Sp 2gi X 
{0} = ker(p2) et de meme pour gsp 2g2 avec {0} x 0Sp 2fl2 = ker(pi). Posons n,: = QSp 2g . n 
Par le lemme de Goursat (ou plutot une variante evidente pour les algebres) Pimage de t)e dans 
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s P2 9 i/ n i x fl s P2 S2 / n 2 est l e graphe d'un isomorphisme a : gsp 2gi /ni —> s p2g 2 / n 2- P ms P ar 
definition de \)i et par le lemme 15.61 on sait que, 



m C {(x,0) \Tr(x) = 0} c sp 2gi et n 2 c {(0,y) \Tr(y) = 0} C sp 2g2 . 

Or les algebres de Lie sp 2gi et sp 2g2 sont simples, done ttj G {{0},sp 2gi }. 

Si ni = sp 2gi alors, au vu de l'isomorphisme a, on a necessairement n 2 = sp 2g2 (et symetriquement 
si n 2 = sp 2g2 alors tti = sp 2gi ). Dans ce cas, on voit que 

sp2 9l x sp2 52 Cf)£C e £ , ct Vr G Q £ , r(I 2gi ,I 2g2 ) G fo. 

Soit done (a;, y) S et notons ro l'element de tel que Tr(x) — giTQ. On a 

Tr(ar) = Tr(r /2 Sl ) et Tr(y) = — Tr(x) = g 2 r = Ti(r I 2g2 ). 

9i 

Done (x,y) ~ (r Q I 2gi ,r I 2g2 ) est dans \)g done = f)^. 

Sinon, tlx = {0} et n 2 = {0} et a : gsp 2gi —> QSp 2g2 est un isomorphisme. Montrons que ceci est 
impossible si A% n'est pas isogene (sur K) a A 2 . Pour des raisons de dimension, l'isomorphisme a 
implique que gi = gi- Nous noterons desormais g cet entier. 
On a 

QSp2g = z (QSp 2g ) © [QSp 2g ,95p 2g ], et Z(gsp 2g ) = Q e ■ I 2g ct sp 2g = [0Sp 2g ,QSp 2g \. 

De plus tout automorphisme (de QSp 2g ) respecte le centre et le groupe des commutateurs. No- 
tamment, l'isomorphisme a envoie sp 2g sur lui-meme. Par ailleurs, on en deduit egalement qu'il 
existe un element r G Qi tel que a(I 2g ) — r I 2g . Mais on sait par ailleurs que la composee 
A o pi : Gal(K / K) — > n'est autre que le caractere cyclotomique Xcyci- Vu la construction 
de a, on en deduit que Lie(A) o a = Lie(A). En evaluant cette identite en I 2g , on conclut que 
ro = 1, autrement dit, a(I 2g ) = I 2g et done la restriction de a a sp 2g determine a. Or tout au- 
tomorphisme de sp 2g est interieur, i.e. il existe / : Vi(Ai) — >■ Vi(A 2 ) qui est Q^-lineaire telle que 
a\sp 2 (u) = f o u o J" 1 pour tout u G sp\2 g - Soit x € QSp 2g . Notons r G Qi tel que Tr(x) = 2rg. 
On ai - rln g G sp 2g done 

a{x) - rl 2g = a(x - rl 2g ) = f o (x - rl 2g ) o / _1 = / o x o f^ 1 - rl 2g . 

En particulier a(x) = /oio/" 1 pour tout x G 0Sp 2g , i.e. a est interieur par /, done on peut ecrire 
t)i comme l'ensemble des couples (x, f o x o f^ 1 ) avec x G 0Sp 2g et ainsi / est un isomorphisme de 
f)£-modules. La theorie de Lie montre alors qu'il existe un sous-groupe ouvert disons U de He tel 
que / soit un isomorphisme de £/-modules. Les representations ^-adiques pi t i et pi^ 2 deviennent 
done isomorphes sur l'extension K' de K correspondant a U ; ce qui , d'apres les resultats de 
Faltings (proposition [53]), entrainerait que Ai et A 2 sont isogenes et contredirait l'hypothese. □ 

5.3 Point 3 du theoreme 11.41 

Reprenons les notations du paragraphe precedent. Notons pour i G {1,2}, 

P u : Gal(K/K) -> Aut(T,(^)) C GSp 2gi (Z,) et ^ : Ga\(K/K) -> Aut(T*(i4i)) x Aut(T*(A 2 )) 

les representations £-adiques qui correspondent a Taction de Galois sur les points de torsion de Ai 
et A 2 et oil tp£ = pi t \ x p^ 2 . Rappelons que l'on note A^ : GSp 2gs — > G m l'application multiplicateur 
de noyau Sp 2ff . . Notons enfin 

Et := {(x,y) G GSp 2gi (Z,) x GSp 2ff2 (Z,) | Ai(x) = A 2 (y)} et ^ = ^(Gal(F/JC)). 

Par hypotheses, pej(Gal(K / K)) = GSp 2ff . (Z^) a indice fini pres independant de £, et il s'agit de 
montrer que Hi est d'indice fini borne independamment de I dans Eg. 
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Soit H un sous-groupe ferme d'indice borne par disons Co dans Sp 2g (Z^). Sa projection est d'indice 
< Co dans Sp 2g (F^) et done, si £ est assez grand, est egale a Sp 2fl (F^) d'apres les lemmes r2.13l et 
12.51 On conclut done que H = Sp 2g (Z£) des que £ est assez grand en utilisant le lemme 12". 191 

Introduisons les versions "modulo £" des objets precedents : notons pour i G {1,2}, 

: Gal(K/K) -> Aut(A,[£]) c GSp 2gi (F^) et $ t : Gal(K/K) -> Aut(Ai[<]) x Aut(A a [<]) 

les representations ^-adiques qui correspondent a Taction de Galois sur les points de ^-torsion de 
Ai et A 2 et ou ipt — Pe.i x P£,2- Notons enfin 

Ei := {(a;,y) G GSp 2gi (F,) x GSp 2g2 (F,) | Ai(a?) - A 2 (y)} et jfc = &(Gal(T?/J0). 

Nous allons tout d'abord prouver que si £ est assez grand, alors Hi = Eg. Nous conclurons ensuite. 

Notons Gi :— GSp 2g . (F^). Par hypothese les projections pi : Hi — >• Gi sont surjectives. On identifie 
G\ avec G\ x {1} = ker(p 2 ) et de meme pour G 2 avec {1} x G 2 = ker(pi). Posons iVj = Gj H 
Par le lemme de Goursat l'image de Hi dans G\/N\ x G 2 /iV 2 est le graphe d'un isomorphisme 
a : Gx/Ni — > G2/N2. De plus par definition de Hi, on sait que, si i G {1, 2}, 

JVi C {(x,l) I A x (z) = 1} C Sp 2ffl (F £ ) et A^ 2 c {(l,y) | A 2 (y) = 1} C Sp 2g2 (F,). 

Si ATi = Sp 2gi (Pi), alors iV 2 = Sp 2g2 (F^ ) (par cardinalite). Dans ce cas, nous obtenons les inclusions 

Sp 2gi (F,) x Sp 2g2 (F,) cHicEiC GSp 2si (F,) x GSp 2g2 (F,). 

On a de plus les projections surjectives 

A : GS P231 (F,) x GSp 232 (F,) ^ F* x F* A ^ F* 

Lemme 5.7 Soit Gi,G 2 ,G3 trois groupes tels que G\ C G 2 . Soit de plus <fi : G 2 — » G3 un 
morphisme de groupes tel que ker(</>) C G\ et tel que 4>(G\) — 0(G 2 ). Alors G\ = G%. 

Demonstration : Immediat. □ 

Par definition Ei = ker(A). Notons A^ la restriction de Ai a Eg. On voit alors que Sp 2gi (F£) x 
Sp 2s2 (Ff) = ker(A' 1 ). De plus par definition de H( et par la surjectivite de pt t i (si £ est assez 
grand), on sait que 

Ai(i^) = X cyci(Gal(X/^)) = X[(E t ), 

ou Xcyci est le caractere cyclotomique. En appliquant le lemme IB~7l avec <j> = X[, G\ = Hi, G 2 = Et 
et G3 = F^ , on conclut que Hi = Et comme desire. 

Le groupe N% est distingue dans GSp 2gi (F£), done par le lemme I2TT3I si N% ^ Sp 2gi (F£), alors 
Ni C {±1}- II en est alors de meme pour N 2 . Par cardinalite on voit dans ce cas que g\ = 
g2- Nous noterons g cet entier dans la suite. De plus, le centre de Gi/Ni est F^ /Ni pour i G 
{1,2}. L'isomorphisme a induit done, par passage au quotient, un isomorphisme a de Gi/F^ = 
PGSp 2g (F f ) sur PGSp 2ff (F,). 

En appliquant le lemme |2".15I on conclut qu'il existe un isomorphisme / : A±[£] — > A 2 [£] tel que 
a(x) — f oxo / _1 pour tout x G PGSp 2g (F^). Ainsi, si h — (x, y) G Hi, il existe e(h) G F^ tel que 

V = e(h)f oxo 

En composant par l'application multiplicatcur A, on obtient s(h) 2 = 1 et on voit que e est un 
homomorphisme de Hi dans {±1}- Posons Ei — eo{jj. C'est un caractere de G&\(K / K) dans {±1} 
tel que 

Vx G Gal(K/K), p L2 {x) = e e (x)f o p iA {x) o f~ x . 
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Montrons maintenant que, si £ > Ag + 1, alors eg est non ramifie en toute place ultrametrique 
non ramifiee sur Q en laquelle A\ et Ai ont bonne reduction. On suit pour cela l'argument de la 
preuve du lemme 8 de [23] en utilisant le corollaire 3.4.4. de [IS] en lieu et place des corollaires 11 
et 12 de [23] : soit v une place ultrametrique du corps K telle que Ai et Ai ont bonne reduction 
en v et que v est non ramifiee sur Q. Supposons que la caracteristique de v est £ (en effet eg 
est non-ramifie en v sinon [28j ) et notons kg une cloture algebrique de F^. Notons par ailleurs 
Xii • • • ) X2g (respectivement x'lt - ■■ i X2g) l es caracteres du groupe d'inertie moderee en v a valeurs 
dans fc £ x , intervenant dans le module galoisien Ai[£) ® kg (resp. A 2 [!£] ® kg), cf. [53] paragraphe 
1.13. et [TS] corollaire 3.4.4. En notant e v la restriction de eg au groupe d'inertie en v, on a pour 
tout i, (quitte a renumeroter les x'i) 

Xi = £vXi 

Comme l'indice de ramification e(v) de v est 1, le corollaire 3.4.4. de [T5] nous dit que les \% son t 
de la forme 

„ _ /) e ( fe i) n e ( k ™) 

x*-u kl ■■■ v kn 

oil pour tout r, e(r) E {0, 1} et oil les 8^ sont les n caracteres fondamentaux de niveau n, l'enticr 
n pouvant varier dans 1, . . . , 2g. Les invariants des \% e ^ Xi dans Q/Z (cf. [23j paragraphe 1.7) 
varient dans Pensemble : 

X = { e ( fcl )^TTY + ' ' ' + e ( fc ™)^TTY 1 kl E { °' ' ' ' ' U ~ 1} ' n E {1 ' ' ' ' ' 2ff} 
Enfin, comme e\ = 1, son invariant est ou | et est de la forme x — x' avec x, x 1 E X. Or si 

X = ^t^l + " ' + e ^")^ _ I' 

n^"- 1 2o 
< a; < < 



i n - 1 £ - 1 

En particulier, |a; — x'| < et comme £ > 4g + 1, on voit que |x — x'\ < ^, done necessairement 
l'invariant de e v vaut 0, ce qui signifie que e v est non-ramifie en v. 

Nous allons maintenant pouvoir conclure que Hg = Eg pourvu que £ soit assez grand. Supposons 
par l'absurde qu'il existe une partie L infinie de l'ensemble des nombres premiers telle que Hg ^ Eg 
pour tout £ E L. Quitte a enlever un nombre fini de premiers, on peut supposer que £ > 4g + 1 et 
que les pg t i sont surjectives sur Aut(Ai[£]) pour tout £ E L. Soit £ E L. Les eg definis precedemment 
sont non ramifies en dehors d'un ensemble fini de places de K independant de £. Ceci implique 
que les eg varient dans un ensemble fini (quand £ est variable) . Quitte a remplacer L par une sous- 
partie infinie, on peut done supposer que eg est independant de £ : notons le e. Sur l'extension K' 
de K correspondant au noyau de e, on obtient done que les pg^ sont i ! somorphes. Par la seconde 
partie de la proposition 15.51 ccci implique que A\ et A2 sont isogenes ce qui contredit l'hypothese. 

Conclusion : En invoquant le lemme 12.201 on sait que Hg = Eg si £ est assez grand. En particulier 
Hg contient Sp 2g (F^) x Sp 2g (F£) pour tout £ assez grand. Done par le lemme [2.201 on conclut que 
Hg contient Sp 2s (Z^) x Sp 2g (Zf) pour tout £ assez grand. De plus les projections de Hg sur chacune 
des coordonnees de GSp 2g (Z^) x GSp 2g (Zf) sont surjectives, done Hg = Eg pour tout £ assez grand, 
et en particulier, l'indice de Hg dans Eg est fini (par le point 2. precedemment demontre) borne 
independammcnt de £. □ 



6 Torsion pour un produit de varietes abeliennes de type 

GSp 

Soit d > 1 un entier et pour tout i compris entre 1 et d, soient rii > 1 des entiers et Ai 
des varietes abeliennes de dimension respectives <?i, de type GSp et verifiant la conjecture de 
Mumford-Tate. On note A = IliLi^"*- N° us allons demontrer dans ce paragraphe le theoreme 
suivant. 
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Theoreme 6.1 Soit Ai/K des varietes abeliennes non isogenes deux a deux, de dimension gt, 
definie sur un corps de nombres, de type GSp et verifiant la conjecture de Mumford-Tate. Soit 
A := A" 1 x • • • x A" r avec des entiers 7ii> 1. On a alors 

7(A) = max < — — - f=rp= — > = max < — — -g > . (17) 

6.1 Invariant 7(A) pour un produit de variete abeliennes de type GSp 

Soient I un nombre premier et H un sous-groupe fini de On peut facilement (voir par 

exemple [9] paragraphs 4.2) se ramener au cas ou H est de la forme H — Jl^Li H?* > l es Hi etant des 
sous-groupes finis de Ai[£°°}. Avec les notations introduites dans le cas simple (i.e. au paragraphe 
2]), on peut, pour tout i, ecrire 

3=1 3=1 

ou (m(i)- 7 ) :( >i est une suite strictement decroissante. Par ailleurs, on introduit egalement pour 
tout i, une base (eij)j de Te(Ai) associee a Hi et on note comme precedemment G(H) et G(H) 
les sous-groupes de Hdg(A)(Z^)(respectivement Hdg(Aj)(Z^)) stabilisant if (respectivement iJ^). 
Enfin on introduit egalement, comme dans le cas simple, pour tout i, la suite croissante de groupes 
algebriques sur Zf 

Vi e {1, . . .,<*}, Vfc e {1, . . .,ti}, G(Hi) k := {A/ G Hdg(^) I Vj G I(i)t,+i-k M% = %} , 

ou 

r 

I{i) r = {j G {1, . . . , 2gi} I rriij > m(i) r } est de cardinal ay. 

3=1 

Enfin, on note, avec les notations du lemme l4~3l S := max 5 (Hi). Nous allons utiliser un resultat 
galoisien que nous avons demontre dans [S] (voir theoreme 6.6) : 

Proposition 6.2 Soient A\, . . . , A r des varietes abeliennes definies sur K et verifiant la propriete 
suivante : pour tout i et tout groupe fini Hi C j4i[£°°], il existe mi — rrii(Hi) tels qu'on a 

KiHAnKi^^KQiim,) ; 
ainsi que Videntite ou A := A\ x * • ■ x A r : 

r 

Gal(K(A[n)/^(^])) = n Gal (^(^m)/^(w»])) 

i=l 

Alors si m := rnaxm,, pour tout groupe fini H = Hi x • • • x H r C A^ 00 ] on a K(H) n K(ni<x.) = 
K{nim) et 

r 

[K(H) : A-( W m)] »« n^(^) : *(/*»«)]■ 
»=i 

Par le lemme on a 

[if(fl) : - S(H)[m g (A)(Z e ) : £?(#)]. 

Or on sait par le paragraphe [5] precedent que dans notre situation Hdg(A) = Yii=i Hdg(^i) e t que 
l'on a (a indice fini pres) : 

r 

G a \(K(A[l^])/K(^})) S [J Gal^A^ 00 ])/^-])) 

»=i 
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done on peut appliquer la proposition [ 

d 

[K(H) : K] = 5(fr)IJpWg(i4i)(^) : 

i=l 

Notons dik la codimension du groupe algebrique G(ffj)/ C . Les calculs effectues dans le cas simple 
nous donncnt 

d u 

logjHdg(A)(Z,) : G(H)} = £ £ d lk (m(z) t -+ 1 - fe - m^ 1 "^" 1 : 

i=l k=l 

De plus, quitte a renumeroter les Hi, on peut supposer (et on le fait) que 5(H) = 8(Hi). On note 
alors (S(l))j la suite de et de 1 relative a 8{H\) definie dans le cas simple. On a 

ti 

log> S>J2 - m(l) tl+1 - ( ^ 1) ) 5(l)j + 0(1). 

3=1 

On pose par ailleurs 5(i)j = pour tout j si i > 2. Avec ces notations, on trouve en suivant les 
calculs du cas simple, 

d ti 

\o gl [K(H) : X] > [W0*i+i-j " )]+o(i), 

et 

logf \H\ =^^m(i)- ? n i a i j. 
i=i j=i 

Notons 

: = (^(*)*<+i— j _ ^(*)t*+i-0'-i)) + (^t.+i-j _ ^iti+i-0-i)) 5 et dij := riiOtij. 
On aura done \H\ <C [if(fT) : if] 7 si 

7 > max j — - — ; , 

2_,i=i 2_/j=i °y 

le max etant pris sur les m(i) 1 > . . . > m(i) ti pour i entre 1 et d. Comme dans le cas d'une variete 
abelienne simple, on se ramene alors au cas ou H est d'exposant I. 

Ainsi, en invoquant le lemme combinatoire [2~51 et en suivant les notations et calculs du cas simple, 
on voit que \H\ < \K(H) : K]"i si 

. E<=i ni(r(i) t . + i- hi + s(i) u+ i- hi ) 

7 > max ■ 



S(l)t 1+ i- hl +T,i^iCodimP r(i)ti+1 _ hiAi)H+1 _ hi 
Ce dernier max se reecrit sous la forme 

Ei=l n i( r i + S i) 



P((nt)i, (Qi)i) := max 



0<«.<r 4 <„.,l<r ( 5(1) + J2tl(n + Si)(2 9i - \(n + Si - 1) ' 

et ou 5(1) = si tout les s$ sont nuls et 5(1) = 1 si Tun des Si est non nul. II reste done un calcul 
combinatoire pour conclure. 
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6.2 Argument combinatoire 

On veut montrer que l'exposant 



a(A) = max 



0//c{i,...,d} dimMT (U ie i A) 

est admissible. Soit rii^gi > 1 pour 1 < i < d, on note n = {n\, . . . ,fid) et g = {gi, . . . , rid). On 
dcfinit la quantite 

/ N f 2 EigJ 1 

am, a) := max < — — —. — ^ > , 

ou le maximum est pris sur les sous-ensemble J C {1, . . . , <i}. Dans notre situation a(A) = a(ri, <?). 
On pose egalement 

, \ / T,1=i n *(n + s z ) 1 

p (n,g):— max < 3 >, 

i<' t <T t <gi \ i + Y* = M + Si)(2 gi - \{n + 8i - 1)) J 

ou le maximum est pris sur les entiers r,, Sj tels que 1 < Sj < < g^. On peut clairement recrire 
ce dernier comme 



Po(n,g) := max 



2_ji=1 n i X i 



Enfin on definit aussi 



pi(n,g) := max 



Ed 
i= i »w 



ou le maximum est pris sur les r-uplets distincts de (0, . . . , 0). On a 

p((iH)i, (9i)i) = max(po(n,g),pi(n t g), 
et on veut done montrer le resultat suivant. 

Proposition 6.3 On a I'inegalite max{pi(n, g), Po(n, g)} < a(A). 
Demonstration : On va utiliser I'inegalite triviale suivante : 

Vx € [0,B], x 2 -Bx < 0. 



L'inegalite 



equivaut a 



Observons que 



d'ou l'on tire 



2^=i niXi < a 



i + Eti^C 2 ^-!^- 1 )) 



^ ( xf - ( 4 5i + 1 - ^ ) ^ ) - 2 < 0. (18) 



Inigi m n 
a > = f-rrr- > 



2gi - 1 < 4g s: + 1 - 



2 Si 

2n; 



a 

Ainsi lorsque a;, < Igi — 1 la contribution du terme en Xi dans (|18p est negative et, si Ton note 
/ := {i € | Si = 2gi} le membre de gauche de I'inegalite (fT5)l est majore par 

4^5 



a 

iei iei 



29 



qui est negatif si et seulement si 

Lc meme calcul (en plus simple) montre que 

pi(n, g) < max = — ^5 = max = . „ — = < a(n, g). 

Ceci conclut. □ 
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